
لگوریتم ا
تعداد متمایز

محسن هوشمند
دانشکده علم رایانه و تکنولوژی اطلاعات

ه زنجاندانشگاه تحصیلات تکمیلی علوم پای



تخمین تعداد منحصر به فرد

مسئله تخمین تعداد منحصربه فرد
 تکراریای با وجود اعضای در پی یافتن تعداد مقادیر متمایز در مجموعه داده
در حوزه های گوناگونی از تولید نرم افزار اعم پایگاه  داده ها و ترافیک شبکه کاربرد

روش سنتی و دم دستی تعیین تعداد دقیق مجموعه
از همه مقادیر فهرستی ایجاد
 با مرتب سازی و جستجو اجتناب از شمارش عضو تکراری

تعداد مقادیر متمایزاحصاء

 شمارش دقیق مقادیر منحصربه فرد با پیچیدگی زمانیO(N log N) 

N،تعداد کل مقادیر از جمله تکراری ها

 نیاز به حافظه خطی کمکی



تخمین تعداد منحصر به فرد

گسترش خدمات اینترنتی،
با میلیاردها کلیک، جستجو، و سفارش
 روزانه با تعداد بسیار کمتری کاربر
بازطراحی شمارش تعداد متمایز اهمیت

ر به فردصتعیین تعداد منح
 با پیمایش یکبارة داده و در فضای اشغالی کمتر

از حوزه های مهم تحقیقاتی



تخمین تعداد منحصر به فرد

مثال های تخمین کاردینالیتی 
تعیین تعداد بازدیدکنندة یکتا از محصولی خاص
 تعداد کاربران متمایز استفاده کننده از قابلیتی مشخص در برنامه های وبی

 تشخیص تغییرات ناگهانی در تعداد آدرس هایIPمقصدِ یکتا عبوری از روتر –مبدأ
 نشان دهندة امکان حملة انکارِ خدمت



تخمین تعداد منحصر به فرد

نحوة تکثیر مکرر اطلاعات در وب، 
 اندازه گیری کاردینالیتی کمک کننده در تشخیص مواجهه با تعداد محتوای متمایز

 مثال تعداد مقاله های خبری یکتا یا تعداد نسخه های متفاوت از محتوای وب سایت

داده مجموعه های عظیم امروز
 علاقة فزاینده ای به طراحی الگوریتم هایی جهت تقریب کاردینالیتی مجموعه

با دقتی مناسب و در فضایی بسیار کوچک تر از اندازة خود مجموعه



مثال-تخمین تعداد منحصر به فرد

برای هر وب سایتاز شاخص های کلیدی ارزشمند
 در بازة زمانی مشخص بازدیدکننده تعداد بازدیدکنندگان منحصربه فردی

هر بازدیدکننده از یک نشانی استفاده فرض جهت سادگیIPدر تمامی بازدیدها
 با شمارش تعدادIP-های منحصربه فردکه با پروتکل اینترنت نسخهIPv6 بیتی ۱۲۸با رشته های
 تعداد بازدیدکنندگان بدست آوردن

 آسان؟

 آیا می توان با تکیة صرف بر روش های کلاسیک برای شمارش دقیق تعداد را بدست آورد؟

 تارمانهپاسخ به میزان استفاده از وابستگی



مثال-تخمین تعداد منحصر به فرد

سه وب سایت خرده فروشی پر استفاده در ایالات متحده۱۳۹۵آمار ترافیک اسفند 
amazon.com ،ebay.com وwalmart.com

 مطابقSimilarWeb

 میلیارد۱.۴۴میانگین تعداد بازدید از این وب سایت ها حدود

 سخن کوتاه، . بود۸.۲۴میانگین تعداد صفحات مشاهده شده در هر بازدید

 میلیارد آدرس ۱۲مراجعه به حدود ۱۳۹۵آمار اسفندIP ۱۲۸ بیتی
 گیگابایت ۱۹۲نگه داری همه آنها اندازه ای در حدود
بازدیدکننده، یک نفر منحصربه فرد ۱۰فرض به ازای هر
میلیون ۱۴۴دود حتعداد منحصربه فرد انتظار مجموعه ای از

 گیگابایت۲۳حافظه مورد نیاز برای ذخیره فهرست مقادیر منحصربه فرد

https://www.similarweb.com/website/amazon.com?competitors=ebay.com


مثال-تخمین تعداد منحصر به فرد

DNAمطالعه همبستگی ها در توالی های 
 از پژوهش های مهم در تحقیقات ژنوم انسانی

شامل دو رشتة جفت شده DNAمولکول های 
 هر کدام از چهار واحد شیمیایی پایهDNA با علامت ،A(آدنین) ،G(گوانین) ،C(سیتوزین ) وT(تیمین  )
 میلیارد جفت پایه ۳ژنوم انسان حدود

DNAتوالی یابی به معنای تعیین ترتیب دقیق جفت های پایه در قطعاتی از 

 A ،G ،C ،Tرشته ای از نمادهای DNAتوالی 
 به اندازه دلخواه طولانی
مونه ای از مجموعه داده ای بالقوه بی نهایت ن

مسئله اندازه گیری همبستگی
 در پی تعیین تعداد زیررشته های متمایز با اندازه ثابت در قطعه ایDNA

با فرض
 هر توالی با زیررشته های متمایز کم، همبستگی بیشتری نسبت به توالی دیگری با اندازه مشابه اما با زیررشته های متمایز بیشتر

چنین آزمایش هایی نیاز به اجرای چندباره روی فایل های بزرگ متعدد 

به حافظه محدود یا حتی ثابت و زمان اجرای کم برای تسریع تحقیقات نیاز 
 الگوریتم های شمارش دقیقباغیرقابل اجرا



تخمین تعداد منحصر به فرد

زمان پردازش و حافظه زیاد نیاز دستاوردهای احتمالی تخمین دقیق تعداد منحصربه فرد 

برنامه های کلان داده به سمت رویکردهای عملی تر گرایش 
 غالبا بر مبنای الگوریتم های احتمالاتی  و عرضة پاسخی تقریبی

داشتن درکی از اندازه مجموعه داده و تعداد مقادیر متمایز احتمالی در تصمیم گیری نیاز به 
 رشته های تک حرفی ( بالقوه بی نهایت)دنبالة بی نهایتa ،d ،s ، ... لاتینبر اساس حروف الفبای
 تعداد منحصربه فردراحتی امکان تخمین
 ۲۶لاتین فعلی در انگلیسیالفبایکران بالای آن با تعداد حروف، که در
نیاز به استفاده از هیچ رویکرد احتمالاتی عدم

 ساده برای محاسبه دقیق تعداد منحصربه فردلغت نامة راه حل مبتنی بر



تخمین تعداد منحصر به فرد

برای پرداختن به مسئله تعداد منحصربه فرد، 

بسیاری از روش های احتمالاتی مطرح از الگوریتم فیلتر بلوم تاثیر 

بر اساس مقادیر درهم  عمل 

الگوهای رایج در توزیع آنهامشاهدة 

منطقی در مورد تعداد مقادیر منحصربه فرد بدون نیاز به ذخیره همه آنها« حدس های»



شمارش اقلام متمایز در پایگاه های داده

DISTINCTاز کلیدواژة SQLاز پایگاه های داده و نحوة استفادة ( مجموعهة انداز)برای سنجش کاردینالیته 

کلیدواژه بر روی یک ستون در جدول اعمال 
  دستورSELECT DISTINCT تمام اقلام متمایز آن ستونبازگرداندن
 دستورSELECT COUNT DISTINCT تعداد اقلام متمایز موجود در ستون مورد نظر برگرداندن
 پرس وجوهای حاوی رواجCOUNT DISTINCT

 به ویژه در حوزة تجارت الکترونیک
 آمار استفاده از وب سایت

 داده های بازدید کاربران اغلب در جدولی به نام ذخیرةDAILY_VISITS
 معمولا بسیار بزرگ

 دارای ویژگی هایی نظیرsession_id ،timestamp ،product_id ،user_ip_address ،visit_duration و غیره
 اجرای عملیاتSELECTزیر:

SELECT COUNT (DISTINCT user_ip_address) WHERE product_id = #######

FROM DAILY_VISITS



شمارش اقلام متمایز در پایگاه های داده

در یک #######دسترسی یافته به محصول با شناسة ( یعنی کاربران)متمایز IPتعداد آدرس های دریافت 
روز معین

 ،جدول بازدیدهای روزانه تا چند میلیارد ردیف رشد در وب سایت شلوغ

 این پرس وجوی زمان زیاد اجرا و تاخیر



شمارش اقلام متمایز در پایگاه های داده

تأخیر عمدتاً ناشی از عملیات مرتب سازی 
COUNT DISTINCT کلاسیک در بیشتر پایگاه های داده( مانندAzure SQL/SQL Server )
مگر آنکه ستون از قبل مرتب
 ،تمام رکوردهای تکراری در کنار یکدیگر قرارگیری پس از مرتب سازی ستون
اقلام متمایزجهت شناسایی و شمارش پیمایش ترتیبی کفایت
 هزینة عملیات مرتب سازی در جدولی باn ،ردیف𝑂 𝑛 𝑙𝑜𝑔𝑛
 نه تنها برای چند میلیارد ردیف بلکه حتی برای چند میلیون ردیف مقیاس ناپذیری
دارایپرس وجوهای ساده نیزCOUNT DISTINCT- ها وGROUP BY- های متعدد روی ستون های مختلف
 کاهش پیچیدگی مرتب سازی ستون دیگر برمرتب سازی یک ستون عدم تاثیر
 از جدول درهم  استفادهجهت تسریع کار

تعداد مقادیر متمایز متناسبجدول درهم  به فضایی خطی نیازk

 امکان افزایشk تاn

 استفاده از درهم مقرون به صرفه نبودن



شمارش اقلام متمایز در پایگاه های داده

به فهرست کردن خود اقلام متمایزو عدم نیازمتمایز صرف به دانستن تعداد اقلامنیاز
یچیدگیپابرجایی پ

 مسئلة متمایزبودن مقادیر(element-distinctness  )
 با داشتن آرایه ای ازn ،عنصر

 تمام مقادیر آن متمایز بودنتعیین

 دارای کران پایین𝛺(𝑛 𝑙𝑜𝑔2 𝑛)



شمارش اقلام متمایز در پایگاه های داده

برای رفع مسائل مقیاس پذیری

نسخه های جدیدتر سیستم های مدیریت پایگاه داده و انباره های داده 
تخمین کاردینالیته روی آورده اند :𝑆𝑄𝐿 𝑆𝑒𝑟𝑣𝑒𝑟 2019

 دارای عملیاتAPPROX_COUNT_DISTINCT

و سرعت بالااز فضای بسیار کمی استفاده

Google BigQuery

 این رویکرد تقریبی و احتمالاتی در استفاده ازCOUNT DISTINCT به عنوان پیش فرض
 استفاده ازEXACT_COUNT_DISTINCTبرای موقعیت هایی که مطلقاً به پاسخ دقیق نیاز است

 این تخمین ها استفاده از ابرلگ لگ در
 فلاژوله و همکاران ابداع
 مجموعه داده هایی در حد تریلیون با وجود کار روی( در حد کیلوبایت)در فضا بالا صرفه جویی
میزان خطا نسبتاً پایین

در مرتبه ای𝑂(
1

𝑚
بیتی نگاشت های چند -شمارنده ها یا بیتنشان دهندة تعداد mکه (

 انتخاب رایج برایm ۲۱۴مقدار



شمارش اقلام متمایز در پایگاه های داده

نمونه های متعددی از صرفه جویی در فضا به بهای کاهش دقت مشاهدة 
 به کارایی فضا معنابخشی دیگر ابرلگ لگ
 تقریباً همیشه در محدودة چند کیلوبایت باقیماندن

 (درصد۲±مثلاً )خطای کوچک نسبتمیانگینکاردینالیته واقعی بابه دست دادن



شمارش خطی

الگوریتم شمارش خطی 
 اولین رویکرد احتمالاتی برای مسئله تعداد منحصربه فرد
۱۳۶۶یانگ وانگ در سال -مورتون آستراهان، ماریو شولنیک و کیو
 ۱۳۶۹زاندن، و هوارد تیلور در سال -یانگ وانگ، براد واندر-الگوریتم عملی را کیوپیشنهاد

طرح اصلی پیشنهادی آنها 
 موجب برتری نسبت به روش های دقیق
درهم  مقادیر با تابعی درهم سازاستفاده
فراهم شدن امکان حذف تکراری ها بدون نیاز به مرتب سازی مقادیر
 پاسخ کاهش دقت: هزینه نیستدارای
 احتمال خطا به دلیل تصادم های احتمالی درهم
 تکراری های تصادفی»تکراری ها خاصه عدم امکان تشخیص »

مناسب پیمایشاستفاده از چنین جدول درهم به همراه روش 
منجر به بهبود عملکرد فضا و زمان نسبت به روش کلاسیک



شمارش خطی

های با تعداد منحصربه فرد عظیمبرای مجموعه  داده
 چنین جدول های درهم امکان بزرگ بودن
 خطی با تعداد مقادیر متمایز در مجموعه با رشدحافظه ای نیاز به

برای سیستم هایی با حافظه محدود
 به ذخیره سازی دیسک یا توزیع شده نیاز

 مزایای جدول های درهم کاهشبه دیسک یا شبکهکند به دلیل دسترسی



شمارش خطی

برای دور زدن چنین مشکلیمشابه ایده فیلتر بلوم

الگوریتم شمارش خطی
خود مقادیر درهم  ذخیره نکردن
 بیت های متناظر آنها ذخیرة

 به طول( «شمارندة خطی»تحت )جدول درهم  با آرایة بیتی جانشینیm 

فرض بر تناسبm  با تعداد مقادیر متمایز مورد انتظارn

 بیت به ازای هر مقدار برای اکثر مواردیک به نیاز اما



شمارش خطی

برابر با صفر« شمارندة خطی»در ابتدا، همه بیت ها در 

xمقدار جدید درج 

 مقدار درهم ساز محاسبةh(x)متناظر
 متناظر در شمارندهنمایه مقدار بیت در برابر یک قرار دادن



الگوریتم



شمارش خطی

hبه دلیل استفاده از تک تابع درهم ساز 
تصادمامکان

 دو مقدار ورودی متفاوت منجر به مقداردهی یک بیت در آرایه

ندر نتیجه تعداد تصادم های فراوا

 مقادیر متمایز از چنین طرح فشرده ای( یا حتی نزدیک به دقیق)تعداد دقیق عدم امکان به دست آوردن مستقیم



شمارش خطی

ایده الگوریتم منجر به توزیع مقادیر در سطل ها
 شدة مقادیر درهمنمایهبیت های
نمایشگر مقداردهی شدن مدخل هابیتیةآرای

مشاهده تعداد یک ها در آرایه تخمین تعداد منحصربه فرد



شمارش خطی

در مرحله اول الگوریتم شمارش خطی، 
 داده ساختار ایجاد

با داشتن چنین طرح فشرده ای
 تعداد منحصربه فرد با استفاده از کسر مشاهده شده بیت های خالی تخمینVبه صورت زیر

𝑛 ≈ −𝑚 ⋅ ln 𝑉



شمارش خطی

تصادم ها بر تخمین تعداد منحصربه فرد در الگوریتم شمارش خطی تاثیر 

تعداد بیت هایی که باید تنظیم شوند کاهش هر تصادم با 

کسر مشاهده شده بیت های تنظیم نشده بزرگتر از مقدار واقعی 

تصادم درهمنداشتن
تعداد منحصربه فرد مورد نظر برابر تعداد نهایی بیت های تنظیم شده
تصادم هااما اجتناب ناپذیری
 بیش از حد از تعداد دقیق منحصربه فردیتخمینبه مثابة معادله

تعداد منحصربه فرد مقدار صحیح بودن
 نتیجه آن به نزدیک ترین عدد صحیح کوچکترگرد کردن



شمارش خطی



مثال-شمارش خطی

شامل بیست نام از پایتخت هاای مجموعه داده 
لندن، کیف، ، رم، رم، لیسبون، برلین، پاریسوین، مادرید، آتن، رم، لندن، پاریس، کیف، لیسبون، برلین، پاریس، برلین، برلین ،

واشنگتن
 تعداد منحصربه فرد کوچک

 است۱۰تعداد دقیق منحصربه فرد

برای داشتن خطای استاندارد حدود ده درصد 
 طول داده ساختار حداقل به اندازه تعداد مقادیر منحصربه فرد مورد انتظار انتبه انتخابنیاز

𝑚 = 2۴

 تابع درهم سازh 0,1}با مقادیر در, … ,2۴ − بیتی۳۲نوع۳مورموراز تابعی مبتنی بر {1

ℎ 𝑥 = 𝑀𝑢𝑟𝑚𝑢𝑟𝐻𝑎𝑠ℎ3 𝑥 %𝑚



مثال-شمارش خطی

مقادیر درهم



مثال-شمارش خطی

یکسانیمقداردارای شهرهای لندن و مادرید 

چنین تصادم هایی مورد انتظار و کاملاً طبیعی انتظار



مثال-شمارش خطی

با توجه به الگوریتم شمارش خطی
 کسر محاسبةV بیت های خالی

𝑉 =
7

16

برابرتعداد منحصربه فرد تخمین زده شده 

𝑛 ≈ −16 × ln
7

16
≈ 13



ویژگی ها-شمارش خطی

Vمحاسبة 

عضو جدید برابر است با nاحتمال صفر بودن بیتی پس از درج 

pr(bit = 0) = 1 −
۱
𝑚

𝑛

≈ 𝑒−𝑛/𝑚

در نتیجه، میانگین نسبت یک ها برابر است با 
𝐸[𝑁]

𝑚
= 1 − 𝑒−𝑛/𝑚

تعدد بیت های متناظر یک در فیلترNو 

𝑁/𝑚می توان از Nاز nجهت تقریب  = 1 − 𝑒−𝑛/𝑚مقدار زیر را بدست آورد:

𝑒−𝑛/𝑚 = 1 −
𝑁

𝑚



ویژگی ها-شمارش خطی

𝑒−𝑛/𝑚 = 1 −
𝑁

𝑚

−
𝑛

𝑚
= ln 1 −

𝑁

𝑚

𝑛 = −𝑚 ln 1 −
𝑁

𝑚
,𝑉 = 1 −

𝑁

𝑀
⟹ 𝑛 = −𝑚 ln𝑉



ویژگی ها-شمارش خطی

دارای زمان محاسبه ای ثابت hدر صورتی که تابع درهم ساز 
برای غالب توابع درهم ساز صادق

O(N)زمان پردازش هر مقدار برابر مرتبة 

Nتعداد کل مقادیر از جمله تکراری ها .
 الگوریتم دارای پیچیدگی زمانیO(N)



ویژگی ها-شمارش خطی

مانند هر الگوریتم احتمالاتی دیگر
 بر عملکرد آن قابل تنظیم جهت تاثیر تعدادی پارامتر دارای

دقت مورد انتظار تخمین
 به اندازة آرایة بیتیm

 نسبت آن به تعداد مقادیر متمایز𝛼 =
𝑚

𝑛
𝛼 ≥ 1

m > n  جالب نیستکه در عمل

اشباع𝑝𝑟احتمالی غیرصفر
اشباعاحتمال یاآرایة بیتیپر شدن
و بی نهایت کردن مقدار معادلهالگوریتم مخدوش سازی
 احتمال وابستگی𝑝𝑟به ضریب بار و در نتیجه به اندازة اشباعm

 به اندازة کافی بزرگ انتخاب
اشباعاحتمال جهت ناچیز کردن



شمارش خطی

𝛿خطای استاندارد 

تخمین حاصل از شمارش خطی درستیمعیاری از 

mتعادل بین آن و اندازه آرایه بیتی 

حافظه موردنیاز افزایش کاهش خطای استاندارد منجر به تخمین های دقیق تر، اما 



شمارش خطی

راه حل تحلیلینداشتن بسیار پیچیده و mوابستگی به انتخاب 

نویسندگان الگوریتم مقادیر از پیش محاسبه شده ای برای احتمال قابل قبول تکمیل

اشباع𝑝𝑟پیشنهاد = 0.7%
 عنوان مرجعاستفاده به
 ،آرایه بیتی نادر بودن پر شدن به دلیل صفر نبودن احتمال تکمیل
 ،هنگام کار با مجموعه های داده کوچک

همه مقادیر با تابع درهم ساز متفاوت دوبارة امکان نمایه سازی

ندة خطیراندازة شماافزایشیا

چنین راه حل هایی برای مجموعه های داده عظیمناکارآمدی
همراه با پیچیدگی زمانی نسبتاً بالا



شمارش خطی

شمارش خطی مناسب بودن 
تعداد منحصربه فرد مجموعه داده ای بزرگ نبودن
 بهبود الگوریتم های دیگر برای تعداد منحصربه فردهای عظیم امکان استفاده از آن در
 تخمین تعداد منحصربه فرد تقریباً متناسب با مقدار دقیق

 خطی»دلیل اصطلاح  »



مشمارش عناصر منحصر به فرد در فیلتر بلو

𝑒−𝑘𝑛/𝑚 = 1 −
𝑁

𝑚

−
𝑘𝑛

𝑚
= ln 1 −

𝑁

𝑚

𝑛 = −
𝑚

𝑘
ln 1 −

𝑁

𝑚

0که دقیقا برابر مقداری است که الگوریتم وقتی  < 𝑁 < 𝑚حالت های خاص آن عبارت است از .برمی گرداند
𝑁-الف < 𝑘 که غیرممکن است مگر𝑛 = 𝑁-ب.0 = 𝑘ج.که نشان می دهد احتمالا یک عضو افزوده شدن-

𝑁 = 𝑚 در نتیجه ظرفیت بیشینه یا.است۱یا تمامی بیت ها برابر𝑚/𝑘عضو دارد.

−معادلة
𝑚

𝑘
ln(1 − 𝑁/𝑚) تقریبی مناسب از𝑛در مواقعی است که فیلتر اشباع نشده است.



شمارش احتمالاتی

نایجل مارتین . فیلیپ فلاژوله و جی
 ۱۳۶۴سال

الگوریتم شمارشی بر اساس مشاهده الگوهای متداول در نمایش های درهم  شده مقادیر نمایه شده معرفی 

بر مقدار ورودی hتابع درهم ساز اعمال 

,0,1یکنواخت در بازة -آن به عددی از اعداد صحیح با توزیع نزدیکتبدیل  … ,2𝓁 − 1
 ،به طول دودوئی به رشته ای از مجموعه رشته های تبدیل یا به طور معادل𝓁

ℎ 𝑥 = 𝑖 = σ𝑗=0
𝓁−12𝑗 × 𝑖𝑗 = 𝑖𝓁−1… 𝑖1𝑖0 2,𝑖𝑗 ∈ 0,1



شمارش احتمالاتی

تشخیص دادند فلاژوله و مارتین 

 10حضور الگوهای هم احتمال بودن𝑗 = 100...0

بار 𝑗
در رشته های دودوئی 

 2وجود چنین مقداری در رشتة دودوئی با احتمال−(𝑗+1)

 برای هر مقدار نمایه شده در صورت ثبت شدن
 تخمین گر تعداد منحصربه فرد امکان ایفای نقش

 رتبه»هر الگو با شاخص آن، به نام مرتبط کردن»:

رتبه 𝑖 = ൝
min
𝑖𝑗≠0

𝑗 , ∀𝑖 > 0

𝓁, 𝑖 = 0

۱سمت راست ترین اساسا متناظر موقعیت 
۱ با کمترین اهمیت



مثال-شمارش احتمالاتی

:با۴۲بیتی ۸عدد صحیح 
42

= 0 × 27 + 0 × 26 + 1 × 25 + 0 × 24 + 1 × 23 + 0 × 22 + 1 × 21 + 0 × 20

= 00101010 2

برابر با ۴۲ة با توجه به تعریف، رتب. ۵و ۳، ۱یک ها در موقعیت های ظاهر شدن 
(42)رتبه = 𝑚𝑖𝑛 (1,3,5) = 1



شمارش احتمالاتی

، 10𝑗رخدادهای الگوی 
 رتبهمتناظرا یا ⋅ = 𝑗 + ۱ ،
 مقادیر درهم هر مقدار دودوئی در نمایش های نمایه شده
 صورت فشرده در داده ساختار آرایه ای شمارنده به طول امکان ذخیره به𝓁

 طرح ف م»مشهور به»

در ابتدا، همه بیت ها در شمارنده برابر با صفر 

در داده ساختار، xهنگام درج مقدار جدید 

hمقدار درهم  آن با تابع درهم ساز محاسبة 

محاسبه رتبه متناظر 

بیت متناظر در آرایهبرابر یک کردن 



شمارش احتمالاتی



شمارش احتمالاتی

𝑗یک در شمارنده در موقعیت  + 1
 10مشاهدة الگوی حداقل یک باربه معنای𝑗 نمایه شدهورودی هایدر میان مقادیر درهم  همة



شمارش احتمالاتی



مثال-شمارش احتمالاتی

مجموعه داده بیست نام از پایتخت ها اعم از 

، برلین، پاریس، برلین، برلین، پاریس، برلین، لیسبون، کیف، پاریس، لندن، رم، آتن، مادرید، وین، رم، رم، لیسبون
لندن، کیف، واشنگتن

hبیتی به عنوان تابع درهم ساز ۳۲-۳مورموراز 

,0,1نگاشت به … ,2۳۲ − 1

𝓁شمارنده ای به طول استفاده از = 32

با استفاده از مقادیر درهم 

هر مقداریرتبه هامحاسبة 



مثال-شمارش احتمالاتی



مثال-شمارش احتمالاتی

شمارنده



شمارش احتمالاتی

توزیع یکنواخت مقادیر با فرض 

nشده تاکنون برابر نمایهتعداد مقادیر متمایز فرض 

اول در حدود مدخلدر ۱مقدار ظاهر شدن 
𝑛

2
دفعه

دوم در حدود دخلدر مظاهر شدن مقدار یک 
𝑛

22
دفعه

ادامه به همین منوال

برابر 𝑗ظهور یک در موقعیت 
𝑛

2𝑗
دفعه



شمارش احتمالاتی

𝑗اگر  ≫ 𝑙𝑜𝑔2 𝑛
 در موقعیت ۱احتمال مشاهدة مقدار𝑗- میل به صفرام
 در نتیجه مقدار𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟[𝑗] صفرقریب به یقین برابر

𝑗اگر ≪ 𝑙𝑜𝑔2𝑛
 مقدارCounter[k] برابر با یک قریب به یقین

𝑗اگر مقدار  ≈ 𝑙𝑜𝑔2𝑛
 در آن موقعیت۰یا ۱احتمال مشاهدة برابر بدون



شمارش احتمالاتی

سخن کوتاه
شمارندهة  داده در آرایپس از درج تمام مقادیر مجموعه
دمقدار صفر ظاهر می شوباسمت راست ترین موقعیتی

 به عنوان شاخص تخمین𝑙𝑜𝑔2𝑛

 ،ضریب تصحیح نیاز به اعمال فلاژوله و مارتین در عمل𝜙جهت بهبود تخمین

(  تعداد مقادیر متمایز)تخمین کاردینالیتی 

𝑛 ≈
1

𝜙
2𝑅

𝜙 ≈ 0.77351



شمارش احتمالاتی

سخن کوتاه
 به عنوان تخمین کاردینالیتی ( در آرایهصفرچپ ترین)فلاژوله و مارتین از موقعیت کم ارزش ترین بیت صفر استفاده
بر همین اساسلگوریتم تعریف ا

قبلیمشاهدة با توجه به 
همین منظور به ( ۱راست ترین )۱موقعیت پرارزش ترین بیت استفاده از امکان
توزیع یکنواخت تر و در نتیجه خطای استاندارد بزرگ تردارایاما



شمارش احتمالاتی



مثال-شمارش احتمالاتی

R = 4در موقعیت۰چپ ترین مقدار شمارنده ظاهر شدن، در 5با استفاده از الگوریتم 

تخمین تعداد منحصربه فرد

𝑛 ≈
1

0.77351
2۴ ≈ 20.68

 ۱۰تعداد دقیق منحصربه فرد مجموعه
 خطای زیاد تخمین

مقادیر دلیل عدد صحیح بودنR

 برای رتبه های بسیار نزدیک
 دارای تفاوتی از مرتبه توان های دودوئی امکان حصول نتایج
 ،در مثال حاضرR=3 ۱۰.۳۴تخمین نسبتا مناسب برگرداندن



شمارش احتمالاتی

تخمین تعداد منحصربه فرد بر اساس شمارنده معمول 
بالاوردایی نسبتاً بابسیار نزدیکی، اما میانگین مقادیر بدست آوردن

 ،خطای استاندارد با در مثال قبل𝛿دارای اختلاف از مرتبه دو برابر

ضعف رویکرد تک شمارنده 
 فقدان تخمین های با اطمینان بالا برای تعداد منحصربه فرد
پیش بینی تنها بر اساس یک تخمین انجام

بهبود منطقی 
استفاده از تعداد زیادی شمارنده

افزایش تعداد تخمین ها منجر به

 پیش بینی نهاییn با میانگین گیری از پیش بینی های𝑅𝑖شمارندهشمارنده های مزبور حاصل
𝑖 𝑖=0

𝑚−1

:معادله اصلاح شده الگوریتم شمارش احتمالاتیسخن کوتاه، 

𝑛 ≈
۱
𝜙
2
1
𝑚
σ𝑖=0
𝑚−1 𝑅𝑖



شمارش احتمالاتی

nتعداد منحصربه فرد
 بسیار کوچکتروردایی مقدار تخمینی با همان کیفیت اما با

 اشکال عملی برای ساختm ،شمارنده ساده مستقل
 نیاز به محاسبه مقادیرm  تابع درهم ساز متفاوت

 هر تابع درهم ساز در محاسبةO(1)

 محاسبه همة آنها دارای پیچیدگی زمانیO(m)نسبتاً بالا پردازندةو هزینه های



شمارش احتمالاتی

راه حل بهینه سازی الگوریتم شمارش احتمالاتی
 میانگین گیری تصادفی»اعمال  »

تمامی جانشینیm یک تابع صرفاتابع درهم ساز با
 تعریفmشمارنده
مقدار حاصل به دو بخش خارج قسمت و باقیماندهتقسیم

 باقیماندهr برای انتخاب یکی ازm شمارنده و خارج قسمتq برای محاسبه رتبه
یافتن شاخص مناسب برای به روزرسانی در آن شمارنده



شمارش احتمالاتی



شمارش احتمالاتی

اعمال الگوریتم میانگین گیری تصادفی به شمارش احتمالاتی، 
 توزیع مقادیر مبتنی بر خارج قسمتکفایت منصفانه بودنبا فرض

نمایه شدننتظارا
𝑛

𝑚
شمارندههر شمارنده در مقدار از کل 

𝑖 𝑖=0

𝑚−1

تخمین خوبی برای قبلی معادله :در نتیجه
𝑛

𝑚
 نه مستقیماn

در نتیجه پیشنهاد فلاژوله و مارتین

𝑛 ≈
𝑚

𝜙
2 ത𝑅 =

𝑚

𝜙
2
1
𝑚
σ𝑖=0
𝑚−1 𝑅𝑖



شمارش احتمالاتی



شمارش احتمالاتی

( PCSA)الگوریتم شمارش احتمالاتی با میانگین گیری تصادفی 
مارتین -همچنین الگوریتم فلاژوله

 در مقایسه با نسخه ای که ازm تابع درهم ساز
 پیچیدگی زمانی به حدود کاهش𝑂(1)



مثال-شمارش احتمالاتی

تخمین تعداد منحصربه فرد با میانگین گیری تصادفی

𝑚میانگین گیری تصادفی با شبیه سازی اعمال  = تابع درهم ساز3

برای محاسبه رتبهqبرای انتخاب یکی از سه شمارنده و از خارج قسمت rاز باقیمانده استفاده 



مثال-شمارش احتمالاتی

اطلاعات مربوط به حدود یک سوم شهرها مدیریت هر شمارنده 

توزیع به اندازه کافی منصفانه

همه مقادیر و تنظیم بیت های مناسب در شمارنده های مربوطه،نمایه سازیپس از 

شمارنده هابه دست آوردن 



مثال-شمارش احتمالاتی

۰شمارنده 

۱شمارنده 

۲شمارنده 



مثال-شمارش احتمالاتی

سمت چپ ترین موقعیت های صفر برای هر شمارنده 
𝑅0 = 1

𝑅1 = 3

𝑅2 = 1

𝑛 ≈
۳
𝜙
2
1

3
σi=0
2 𝑅𝑖 ≈

۳
0.77351

2
1+3+1

3 ≈ 12.31

۱۰مقدار واقعی تعداد منحصربه فرد به نزدیک ترحاصل تخمین 
بهتر از مثال قبلیبدون استفاده از شمارنده های زیاد



ویژگی ها-شمارش احتمالاتی

مارتین برای مجموعه های داده با تعداد منحصربه فرد زیاد -الگوریتم فلاژولهمناسب بودن 

در نسبت های تقریب خوب 
𝑛

𝑚
> 20

مجموعه داده های با تعداد منحصربه فردهای کوچکدرنتایججهت بهبود 
 الگوریتم های غیرخطی  در الگوریتمامکان استفاده از
 احتمالی پیشنهاد بهبودی ۱۳۸۶بیورن شویرمان و مارتین ماوه در سال
 با افزودن عبارتی برای تعداد منحصربه فردهای کوچک متناسب سازی

 برای تعداد منحصربه فردهای بزرگهمگرا شدن به صفر

𝑛 ≈
𝑚

𝜙
2 ത𝑅 − 2−𝜒× ത𝑅

𝜒 ≈ 1.75



ویژگی ها-شمارش احتمالاتی

استفادهموردمارتین با تعداد شمارنده های-الگوریتم فلاژوله𝛿خطای استاندارد رابطه معکوس 

𝛿 ≈
0.78

𝑚



ویژگی ها-شمارش احتمالاتی

مقادیر مرجع خطای استاندارد برای تعداد شمارنده های پرکاربرد

هر شمارنده𝓁طول 

𝓁 > 𝑙𝑜𝑔2
𝑛

𝑚
+ 4

کفایت𝓁 = 32

شمارنده۶۴با استفاده از 109شمارش تعداد منحصربه فردهای بسیار فراتر از 



𝑛

𝑚
/2𝓁 ≤ 2−4

𝑛

𝑚
≤ 2𝓁−4

𝓁 − 4 ≥ log
𝑛

𝑚2

𝓁 ≥ log2
n

𝑚
+ 4



ویژگی ها-شمارش احتمالاتی

بیتی ORهای مختلف با اعمال عملیات شمارنده های متناظر مجموعه  دادهادغام
برای کل مجموعه داده هاة واحدشمارند:نتیجه

فیلتر بلوم، عدم پشتیبانی از حذف مانند 
 با پیروی از رویکرد فیلتر بلوم شمارندهافزودن امکان حذف

 درست حذف های احتمالاپشتیبانی از

 آرایه های بیتی داخلی با شمارنده ها گسترش
 ذخیره سازیفضایافزایش منجر به



روش لگ لگ

پرکاربردالگوریتم های احتمالاتی تخمین تعداد منحصربه فرد
با استفاده عملی

 از الگوریتم ها لگ لگخانواده
۱۳۸۲پیشنهادی ماریان دوراند و فیلیپ فلاژوله در سال لگ لگشامل الگوریتم
 ابرلگ لگ و ابرلگ لگجانشین آندو روش++
 از رویکردی مشابه الگوریتم شمارش احتمالاتی استفاده

با مشاهده حداکثر تعداد صفرهای ابتدایی در نمایش دودوئی مقادیر nتخمین تعداد منحصربه فرد 

به حافظه کمکی نیاز 

تخمینی از تعداد منحصربه فردجهت تولید داده ها پیمایش یکبارة 



روش لگ لگ

مطابق منوال روش های قبلی تعیین تعداد منحصر بفرد اجزا

هر مقدار در مجموعه داده با اعمال تابع درهم سازی پیش پردازش
 0,1مقادیر به اعداد صحیح با توزیع کافی یکنواخت در بازة تبدیل, … ,2𝓁−۱ به دودوئی یا به طور معادل، بر روی مجموعه رشته های

𝓁طول 

ℎ 𝑥 = 𝑖 = σ𝑗=0
𝓁−1 𝑖𝑗2

𝑗 = 𝑖𝓁−1… 𝑖1𝑖0 2,𝑖𝑗 ∈ 0,1



روش لگ لگ

PCSAمراحل الگوریتم ها مشابه 

اولیه یا جریان ورودی به تعدادی زیرمجموعه ة مجموعه دادابتدا، تقسیم
 هر کدام با یکی از نمایه شدنm شمارنده

تابع درهم ساز واحد
میانگین گیری تصادفیهمانند

 شمارنده برای مقدار خاص انتخاب𝑥

از مقدار درهم  یاستفاده از بخشℎ(𝑥)

بخش دیگر برای به روزرسانی شمارنده مربوطه



روش لگ لگ

10𝑗الگوهایةهمه الگوریتم های مورد بحث بر اساس مشاهد

 در ابتدای مقادیر برای شمارنده خاص
 ،هر الگو با شاخص آن، به نام رتبه

با کمترین اهمیت در نمایش دودوئی مقدار درهم۱رتبه معادل موقعیت نمایه شدن 

هر شمارنده بر اساس رتبه های دیده شده درمشاهده تعداد منحصربه فرد

تخمین نهایی تعداد منحصربه فرد از چنین مشاهداتی با استفاده از تابع ارزیابی



روش لگ لگ

ذخیره سازی 
 شمارنده ها در الگوریتم شمارش احتمالاتی نسبتا پرهزینه برای نگهداری

راه حلی کارآتر از نظر ذخیره سازی لگ لگالگوریتم : در مقابل
همراه با تابع ارزیابی بهتر و رویکرد تصحیح سوگیری



روش لگ لگ

لگ لگالگوریتم 

محاسبة رتبة هر مقدار ورودی بر اساس 

hبا تابع درهم ساز واحد 

تعداد کل مقادیر نمایه شده در شمارنده nفرض 
 ادعا

𝑛

2𝑗
𝑗رتبة اختیار کردن مقدار 

 پس رتبة بیشینه مشاهده شده نشانه و تقریب مناسبی از مقدارlog2 𝑛

𝑅 = 𝑚𝑎𝑥𝑥∈𝐷 رتبه ℎ 𝑥 ≈ 𝑙𝑜𝑔2𝑛



روش لگ لگ

برابر مقدار واقعی ۱.۸۷تخمین مذکور دارای خطایی با مرتبة 
 عملا بی معنی

برای کاهش خطا، 
ز سطل بندی مبتنی بر میانگین گیری تصادفی استفاده ا
 مجموعه داده به تقسیم𝑚 = 2𝑝 زیرمجموعه{𝑆0,𝑆1, … ,𝑆𝑚−۱}
 پارامتر دقتpپیمایشعداد بیت های استفاده شده در ت

h(x)بیتی -𝓁بیت اول مقدار درهم  pاز مجموعه داده، xبنابراین، برای هر مقدار 

زیرمجموعه مناسب𝑗یافتن شاخص 
𝑗 = 𝑖𝑝−1… 𝑖1 𝑖0 2

𝓁)بقیه نمایه شدن - p) بیت در شمارنده𝑗-ام

𝑅𝑗رتبه و مشاهده محاسبه 



روش لگ لگ

با توزیع منصفانه، 
 هر زیرمجموعه دارای𝑛/𝑚 عضو

 ،پس𝑅𝑗- ها در شمارنده ها𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅 𝑗 𝑗 = 0
𝑚 − log2نشانه ای از مقدار 1

𝑛

𝑚
 ،مشاهده ردائی وکاهشاستفاده از میانگین حسابی آنها و تصحیح سوگیری

𝑛 = 𝛼𝑚 ⋅ 𝑚 ⋅ 2
1
𝑚
σ𝑗=0
𝑚−1 𝑅𝑗

α𝑚 = Γ −
1

m
×

1 − 2
1
𝑚

log 2

𝑚

≈ 0.39701 −
2𝜋2+ 𝑙𝑛۲ 2

48𝑚
Γو ، تابع گاما(⋅)

Γ 𝛼 = න

0

∞

𝑒−𝑥𝑥𝛼−۱𝑑𝑥

Γ 𝑛 = n − ۱ !

𝑚برای اکثر موارد عملی  ≥ 𝛼𝑚استفاده از کفایت64 ≈ 0.39701



روش لگ لگ



مثال-روش لگ لگ

بیت جهت انتخاب شمارندهp = log4=2پس در نتیجه m=4فرض کنید 

خروجی درهم طولی برابر هشت بیت

پس بیت های صفر و یک برای شمارنده و بقیه شش بیت برای محاسبة رتبه



مثال-روش لگ لگ

حساب رتبه بیت های بالایی



مثال-روش لگ لگ

بروز شدن شمارنده ها با عملیات بیش



مثال-روش لگ لگ

است[3,0,1,2]پس شمارنده دارای مقدار 

.  محاسبة میانگین را به صورتی زیر حساب می کنیم

𝑅 =
1

𝑚
෍ [𝑗]شمارنده =

1

4
3 + 0 + 1 + 2 = 1.5

𝛼4و m=4نتیجه نهایی تخمین برای  ≈ برابر است با 0.39701
ො𝑛 = 𝛼𝑚 ×𝑚 × 2𝑅 = 0.39701 × 4 × 21.5



ویژگی ها-روش لگ لگ

mبا تعداد شمارنده های استفاده شده لگ لگالگوریتم𝛿خطای استاندارد رابطه معکوس 

𝛿 ≈
1.3

𝑚

m = 256هشت درصد خطای استاندارد حدود

m = 1024حدود چهار درصد



ویژگی ها-روش لگ لگ

nشمارش تا در صورت 

𝑂حدودلگ لگموردنیاز الگوریتمفضای ذخیره سازی log2 log2 𝑛



ویژگی ها-روش لگ لگ

nشمارش تا در صورت 

𝑂حدودلگ لگموردنیاز الگوریتمفضای ذخیره سازی log2 log2 𝑛

nکل فضای مورد نیاز الگوریتم برای شمارش تا مقدار دقیق

𝑚. log2 log2
𝑛

𝑚
1 + 𝑂 1



ویژگی ها-روش لگ لگ

nشمارش تا در صورت 

𝑂حدودلگ لگموردنیاز الگوریتمفضای ذخیره سازی log2 log2 𝑛

nکل فضای مورد نیاز الگوریتم برای شمارش تا مقدار دقیق

𝑚. log2 log2
𝑛

𝑚
1 + 𝑂 1

در مقایسه با الگوریتم شمارش احتمالاتی
 بیت ۳۲یا ۱۶شمارنده به نیاز هر

به شمارنده های بسیار کوچکتر لگ لگ نیاز الگوریتم𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅 𝑗 𝑗 = 0
𝑚− 1

بیت هر کدام پنج عمولاً م

سبت به الگوریتم شمارش احتمالاتیلگ لگ نبا وجود مصرف حافظة کمتر الگوریتم
 ی از کاهش دقت نسبت به شمارش احتمالاتیمیزان ناچیزدارای



روش  لگ لگ

2۳۰نیاز به شمارش تعداد منحصربه فرد تا 
 میلیارد، با دقت حدود چهار درصد۱یعنی حدود

 ،برای چنین خطای استانداردیm = 1024 سطل مورد نیاز

 هر کدام
𝑛

𝑚
= مقدار 220

 تعداد بیت موردنیازlog2 log2 ۲20 ≈ 4.32 ،
 ( ۳۲مقداری کمتر از )بیت به ازای هر سطل ۵حدود یا

 با خطای استاندارد چهار درصد10۹تخمین تعداد منحصربه فرد تا حدود
بیتی ۵سطل ۱۰۲۴الگوریتم به نیاز

 بایت ۶۴۰در مجموع



روش ابرلگ لگ

فیلیپ فلاژوله، اریک فیوزی، اولیویه گاندوئه، و فردریک مونیه 
 ۱۳۸۶سال
 لگ لگ الگوریتم ابرلگ لگ بر اساس الگوریتم پیشنهاد

بیتی، تابع ارزیابی متفاوت و تصحیحات سوگیری مختلف۳۲از تابع درهم ساز استفاده 

مشابه الگوریتم لگ لگ، 
لگ لگ از تصادفی سازی برای تقریب تعداد منحصربه فرد مجموعه داده استفاده ابر

 بیتی ۳۲با یک تابع درهم ساز 10۹برای مدیریت تعداد منحصربه فرد تا طراحی
مجموعه داده به تقسیم𝑚 = 2𝑝 زیرمجموعه، با دقت𝑝 ∈ 4… 16



روش ابرلگ لگ

استاندارد لگ لگاز ابرلگ لگتابع ارزیابی الگوریتم تمایز 

حسابیاصلی از میانگین لگ لگالگوریتم استفاده 

از نسخه نرمال شده میانگین هارمونیک استفاده ابرلگ لگ

ො𝑛 ≈ 𝛼𝑚 ⋅ 𝑚2 ⋅ ෍

𝑗=0

𝑚−1

2−𝐶𝑜𝑢𝑡𝑛𝑒𝑟 𝑗

−1

که در آن 

𝛼𝑚 = 𝑚 න
0

∞

log2
2 + 𝑥

1 + 𝑥

𝑚

𝑑𝑥

−1

=
1

2𝑙𝑛2 1 +
1
𝑚

3𝑙𝑛2 − 1 + 𝑂(𝑚−2)

شهود استفاده از میانگین هارمونیک 
 کردن توزیع های احتمال چولههمواربه دلیل ویژگی آن در کاهش وردائی





روش ابرلگ لگ

به دلیل خطاهای غیرخطی برای محدوده های کوچک و بزرگ نیاز به تصحیح تخمین

در نتیجة آزمایش تجربی فلاژوله و همکاران 
 برای تعداد منحصربه فردهای کوچک𝑛 <

5

2
𝑚،برای دستیابی به تخمین های بهتر

با شمارش خطی با استفاده از تعدادی از شمارنده های ابرلگ لگالگوریتم تصحیحCOUNTER[j] غیرصفر
 با قطعیتامکان نتیجه گیری خالی بودن آن زیرمجموعه خاص شمارنده، در صورت صفر بودن



روش ابرلگ لگ

تصحیحات 

𝑛 =

𝐿𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟, ො𝑛 ≤
5

2
𝑚ሥ∃𝑗: 𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝑒𝑟 𝑗 ≠ 0

−223 log 1 −
ො𝑛

232
, ො𝑛 >

1

30
232

ො𝑛, دغا



روش ابرلگ لگ

n = 0برای 

 0.7همیشه تقریباً برگرداندنتصحیح کافی وعدم کفایت𝑚



روش ابرلگ لگ

بیتی ۳۲از تابع درهم ساز ابرلگ لگالگوریتم استفاده 

۲۳۲تعداد منحصربه فرد به با نزدیک شدن ≈ ۴ × ۱۰۹

احتمال تصادم  افزایش تابع درهم ساز تقریباً به حد خود و رسیدن 

تعداد مقادیر درهم  مختلف تخمینبرای چنین محدوده های بزرگ، 
از آن برای تقریب تعداد منحصربه فرد استفاده

عدم امکان نمایش مقادیر بالاتر و تاثیر بر دقت



روش ابرلگ لگ

بیت𝓁دامنه به مقادیربا نگاشت تابع درهم ساز 

مقدار مختلف 2𝓁حداکثر امکان کدگذاری 

به چنین حدیnتعداد منحصربه فرد تخمینی در صورت نزدیک شدن 
 تصادم های درهم ساز محتمل تر شدن



روش ابرلگ لگ

هیچ نشانی دال بر عملکرد بهتر توابع درهم ساز پرکاربرد
( ۳مورمورمانند ،MD5 ،SHA-1 ،SHA-256  )
یا اصلاحات آن وجود نداردابرلگ لگبه سایر روش ها در الگوریتم های تنسب  .



روش ابرلگ لگ



روش ابرلگ لگ

سنگینی -یاز به سبکنmو تعداد شمارنده ها 𝛿، بین خطای استاندارد لگ لگمشابه الگوریتم 

𝛿 ≈
1.04

𝑚

حافظه با تعداد مقادیرعدم رشد خطی 
برخلاف الگوریتم هائی مانند الگوریتم شمارش خطی

 با تخصیص(𝓁-p ) بیت برای مقادیر درهم  و داشتن𝑚 = 2𝑝 ،شمارنده در مجموع
 حافظه مورد نیاز برابر با

log2 𝓁 + 1 − 𝑝 ⋅ 2𝑝 𝑏𝑖𝑡𝑠

𝑝بیتی و دقت ۳۲الگوریتم از توابع درهم ساز استفاده ∈ استفاده می کند، 16…4
 5برابر با ابرلگ لگنیازهای حافظه برای داده ساختار ⋅ 2𝑝بیت



روش ابرلگ لگ

ابرلگ لگالگوریتم 
 109تخمین تعداد منحصربه فردهای بسیار فراتر از

 با دقت دو درصد
 کیلوبایت حافظه ۱.۵با استفاده از تنها

Redisپایگاه داده معروف درون حافظه 
 کیلوبایت ۱۲با ابرلگ لگساختارهای داده حفظ
۰.۸۱تعداد منحصربه فردها با خطای استاندارد تقریب

مجموعه های داده کوچکدرلگ لگدر مقایسه با بهبود تخمین تعداد منحصر به فرد در ابرلگ لگ
تعداد منحصربه فردهای واقعی با این وجود تخیمن بیش از حد

در پایگاه های داده شناخته شدهابرلگ لگانواع الگوریتم های پیاده سازی 
 مانندAmazon Redshift ،Redis ،Apache CouchDB ،Riak

https://redis.io/commands/pfcount


++روش ابرلگ لگ

هال اسکندراشتفان هویله، مارک نونکسر، و 
 ۱۳۹۲سال
 ابرلگ لگرا به نامابرلگ لگنسخه بهبود یافته معرفی++ ،
 بر روی تعداد منحصربه فردهای بزرگ و تصحیح سوگیری متمرکز

بیتی۶۴استفاده از تابع درهم ساز 
ابرلگ لگاهم اصلاحات در الگوریتم++

تابع درهم سازمقادیر خروجی طولانی تر
 مقادیر بیشترامکان کدگذاری

109امکان تخمین تعداد منحصربه فردهای بسیار بزرگتر از 

264تعداد منحصربه فرد بهبا نزدیک شدن  ≈ 1.8 × 1019

 ابرلگ لگتصادم های درهم  برایمشکل سازی++



++روش ابرلگ لگ

لگ لگاز تابع ارزیابی ++ابرلگ لگالگوریتماستفاده 
تصحیح سوگیری بهبود

مجموعه ای از آزمایش ها برای اندازه گیری سوگیریاجرای 
 نتایج حال از داده های تجربی جمع آوری شده

 برای𝑛 ≤ 5𝑚 اصلیابرلگ لگسوگیری الگوریتم امکان تصحیح



++روش ابرلگ لگ

علاوه بر مقاله اصلی، هویله و همکاران  

مقادیر تعیین شده تجربی ذخیره 
رایه هایی از تخمین های خام تعداد منحصربه فرددر آ

RAWESTIMATEDATA

 سوگیری های مرتبط عرضةBIASDATA برای بهبود تصحیح سوگیری در الگوریتم
 پوشش هر مورد ممکن سعی

RAWESTIMATEDATA نقطه درون یابی ۲۰۰آرایه ای از عرضة
 مجموعه داده مختلف۵۰۰۰در بیش از نقاط میانگین تخمین خام اندازه گیری شده در حاوی

BIASDATA

 و مطابق با سوگیری اندازه گیری شده۲۰۰حدود شاملRAWESTIMATEDATA



++روش ابرلگ لگ

اندیس -هر دو آرایه صفر

 حاوی مقادیر از پیش محاسبه شده برای همه دقت های پشتیبانی شده𝑝 ∈ 4… 18

 ۴اندیس صفر در آرایه ها با مقدار دقت تطابق

 مثال، برای𝑚 =  p = 10و 210

 داده های مورد نیاز در یافتن𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴[6] و𝐵𝐼𝐴𝑆𝐷𝐴𝑇𝐴[6]



++روش ابرلگ لگ



مثال--++ روش ابرلگ لگ

تصحیح سوگیری با استفاده از مقادیر تجربی

ො𝑛تخمین تعداد منحصربه فرد حاصل : فرض = روش اصلی از 2018.34

𝑝برای دقتدر پی تصحیح آن = 10
𝑚 = 210



++روش ابرلگ لگ

𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴[6]آرایه بررسی 
مقداراندیس های دو سر بازه حاوی تعیینො𝑛

 آرایه ۷۴و ۷۳بین مقادیر با اندیس های

𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴[6][73] = 𝑅𝐴𝑊𝐸𝑆𝑇𝐼𝑀𝐴𝑇𝐸𝐷𝐴𝑇𝐴[6][74]و 2003.1804 = 2026.071.

2003.1804 ≤ ො𝑛 ≤ 2026.071

۷۴و ۷۳در موقعیت های 𝐵𝐼𝐴𝑆𝐷𝐴𝑇𝐴[6]سوگیری ها از بازیابی 
𝐵𝐼𝐴𝑆𝐷𝐴𝑇𝐴[6][73] = 𝐵𝐼𝐴𝑆𝐷𝐴𝑇𝐴[6][74]و 134.1804 = 131.071.

تخمین صحیح در بازه 
2003.1804 − 134.1804,2026.071 − 131.071 = 1869.0,1895.0



++روش ابرلگ لگ

برای محاسبه تقریب تصحیح شدهدرون یابی
 استفاده از جستجویk- درون یابی خطی صرفا بانزدیک ترین همسایه یاy(x) = ax + b

y(2003.1804) = 1869.0 وy(2026.071) = 1895.0.

حاصل درون یابی
𝑦 = 1.135837 𝑥 − 406.28725

قدار درون یابی شده برای تخمین تعداد منحصربه فرد م
𝑛 = 𝑦 ො𝑛 = 𝑦 2018.34 ≈ 1886.218



++روش ابرلگ لگ

𝐻𝑦𝑝𝑒𝑟𝐿𝑜𝑔𝐿𝑜𝑔با توجه به آزمایش های نویسندگان  + + ،
 تخمین بهتر بودن𝑛𝑙𝑖𝑛با سوگیری یبر اساس الگوریتم شمارش خطی در مقایسه با مقدار تصحیحn برای تعداد منحصربه فردهای

کوچک 

حداقل یک شمارنده خالی در صورت وجود 
(در جدول ادامه)فهرستی از آستانه های تجربیوتخمین خطی محاسبة

nمقدار تصحیح شده با سوگیری استفاده از 

 تخمین خطی𝑛𝑙𝑖𝑛 بالاتر از آستانه𝜒𝑚 برایmفعلی



مثال--++ روش ابرلگ لگ

تصحیح سوگیری با آستانه

𝑚 = 𝑛مقدار تصحیح شده با سوگیریمحاسبة 210 ≈ 1886.218

این مقدار به تخمین شمارش خطی ترجیحتعیین جهت 
 تعداد شمارنده های خالی نیاز به یافتنZ

ضفرZ = 73

 بنابراین، تخمین خطی𝑛𝑙𝑖𝑛 = 210 ⋅ log
210

73
≈ 2704

𝜒𝑚با آستانه 𝑛𝑙𝑖𝑛مقایسه = از جدول900
 بسیار کمتر از مقدار محاسبه شده

تخمین تصحیح شده با سوگیری ترجیحn به تخمین شمارش خطی𝑛𝑙𝑖𝑛



++روش ابرلگ لگ



++روش ابرلگ لگ



++روش ابرلگ لگ

با ابرلگ لگ ++ دقت  بهتر یا متناسب ابرلگ لگ

، ۶۱۰۰۰و ۱۲۰۰۰تعداد منحصربه فردهای بین 
 تصحیح سوگیری امکان خطای کمتر با

 از افزایش ناگهانی خطا هنگام جابجایی بین الگوریتم های فرعی اجتناب



++روش ابرلگ لگ

به ذخیرة مقادیر درهم، عدم نیاز ابرلگ لگ 
فقط یک به اضافه حداکثر اندازه تعداد صفرهای ابتدایی
 ابرلگ لگحافظه موردنیاز در مقایسه باعدم افزایش قابل توجه

 6با توجه به جدول، نیاز به ⋅ 2𝑝 بیت

7.9تخمین تعداد منحصربه فرد حدود  ∗ درصد ۱.۶۲۵خطای میزان با 109
 کیلوبایت حافظه ۲.۵۶با استفاده از



++روش ابرلگ لگ

الگوریتم از رویکرد میانگین گیری تصادفی استفاده 

𝑚مجموعه داده به تقسیم  = 2𝑝 زیرمجموعه𝑆𝑗 𝑗=0

𝑚−1

𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅هر کدام دارای شمارنده های مرتبط 𝑗 𝑗=0
𝑚−1

اطلاعات مربوط به مدیریتهر شمارنده
𝑛

𝑚
مقدار

𝑛عدم استفاده از بیشتر شمارنده ها وقتی ≪ 𝑚
 نیاز به ذخیره سازیعدم
 امکان استفاده از نمایش تنک

 تعداد منحصربه فرد درصورت کوچک تر بودنn ازm

نسبت به روش های پیشین++  نیاز به حافظه بسیار کمتر ابرلگ لگ



تنکنسخه ++ الگوریتم ابر لگ لگ

(𝑗,𝐶𝑂𝑈𝑁𝑇𝐸𝑅[𝑗])جفت هایصرفا ذخیرة 

آنها با الحاق الگوهای بیتی خود به عنوان یک عدد صحیح منفرد نمایش

همه جفت ها در فهرست مرتب شده منفرد از اعداد صحیح ذخیره 

نیاز به ذخیره جفت های مختلف با اندیس یکسان عدم همیشه در پی محاسبة حداکثر رتبه، 
 جفتی با حداکثر اندیسذخیره در عوض

فهرست مرتب نشده دیگر برای درج های سریع امکان ایجاددر عمل، برای ارائه تجربه بهتر، 

در فهرست اصلیادغام و مرتب سازی دوره ای 



!ذیل

میلکولدیپ، وینودچاندران،چاکرابورتیسوراو
۱۴۰۱

ة زیرمسئلبراییالگوریتممعرفی
 مقادیرازایدنبالهورود یک به یک(a₁, a₂, ..., aₘ) 

به دنبال یافتن تعداد متمایز آنها

A = {a₁, a₂, ..., aₘ} دنبالهایندرموجودعناصرمجموعه
تکرارهاازچشمپوشیبا

 یعنیمجموعهاندازهبه دنبال|A|

|A|ًلحظههردرمقادیر قابل نگهداری در حافظه تعدادازبزرگتربسیاراحتمالا

|A|ازنااریبة تخمین محاسبمناسبهبردرا



ذیل

الگوریتمی جالب و در عین حال بسیار ساده

 CVMمعروف به الگوریتم ۱۴۰۲به پیشنهاد کنوث در سال 

الگوریتم دارای بافری با اندازة محدود
جهت حفظ زیرمجموعه ای تصادفی از آن مقادیر

Pr 1 − 𝜖 . 𝐴 ≤ 𝑐 ≤ 1 + 𝜖 .|𝐴| ≥ 1 − 𝛿



A, B, C, D, A, E, B, C, F, G

{A, B, C, D, E, F, G} وn=7

، بهبود شویرمان، لگ لگ و ابرلگ لگPCSAروش های شمارش خطی، 

m=16شمارش خطی با 

PCSAو بقیه موارد با چهار شمارنده

میزان خطای هر یک را حساب کنید

h(x)( 255–0عدد صحیح) مقدار ورودی

120 A

200 B

45 C

200 D

12 E

240 F

78 G



A, B, C, D, A, E, B, C, F, G

{A, B, C, D, E, F, G} وn=7

، بهبود شویرمان، لگ لگ و ابرلگ لگPCSAروش های شمارش خطی، 

m=16شمارش خطی با 

PCSAو بقیه موارد با چهار شمارنده

میزان خطای هر یک را حساب کنید

h(x)( 255–0عدد صحیح) مقدار ورودی

120 A

200 B

45 C

(Bتصادم با )200 D

12 E

240 F

78 G



A, B, C, D, A, E, B, C, F, G

{A, B, C, D, E, F, G} وn=7

، بهبود شویرمان، لگ لگ و ابرلگ لگPCSAروش های شمارش خطی، 

m=16شمارش خطی با 

PCSAو بقیه موارد با چهار شمارنده

میزان خطای هر یک را حساب کنید

h(x)(دو مقداری هشت بیتی) h(x)( 255–0عدد صحیح) مقدار ورودی

01111000 120 A

11001000 200 B

00101101 45 C

11001000 (Bتصادم با )200 D

00001100 12 E

11110000 240 F

01001110 78 G
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